We would all be better off if more people realised
that simple nonlinear systems
do not necessarily possess simple dynamical properties.

Byloby dla nas wszystkich lepiej, gdyby wiecej ludzi
zdato sobie sprawg, zZe proste uktady nieliniowe

niekoniecznie majq proste wlasnosci dynamiczne.!

Lord Robert May (1976)

O chaosie deterministycznym

Pawet Fritzkowski

1. Wprowadzenie

Wsréd przedstawicieli nauk Scistych i technicznych truizmem jest twierdzenie, ze
Swiat z natury jest nieliniowy. W ostatnich dekadach zdecydowanie zmienita si¢ opty-
ka patrzenia na $wiat fizyczny, a przebrzmiala regularnos¢ i przewidywalnosé przy-
¢mita chaotycznosé. Nauki stosowane, ktérych celem jest zrozumienie i prognozowanie
konkretnych zjawisk, akcentuja blizsze rzeczywisto$ci modele nieliniowe. W przypadku
proceséw zmiennych w czasie (niestacjonarnych) oznacza to konieczno$¢ zmierzenia sie
z chaosem deterministycznym.

Chaos jest immanentna wlasno$cia nieliniowych uktadéw dynamicznych, co stawia w cen-
trum dziedzine zwana dynamika nieliniowaq. Przede wszystkim nalezy podkresli¢ jej inter-
dyscyplinarno$¢ wynikajaca z faktu, iz samo pojecie uktadu dynamicznego jest dzis bardzo
szerokie i odbiega znacznie od mechanicznego, newtonowskiego pierwowzoru. Jak po-
daja Bronsztejn iinni, ,ukladem dynamicznym nazywamy matematyczny model stuzacy
do opisu ewolugji czasowej fizycznych, biologicznych i innych realnie istniejacych struk-
tur” [7]. Definicje te spetnia zaréwno model odbicia kuli bilardowej, oscylacji obwodéw
elektrycznych, model opisujacy pogode lub dynamike populacji zwierzat. Z tej perspek-
tywy chaos jest cecha uniwersalna, ujawniajaca sie w uktadzie nieliniowym bez wzgledu
na jego nature czy fizyczny sens. Matematycznie wyrdznia sie ukfady dynamiczne ciggte
i dyskretne, ktérych ewolucje opisuje sie odpowiednio réwnaniami rézniczkowymi lub
réznicowymi. Formalne definicje wymienionych poje¢ mozna znalez¢ w pracach [7, 14].

Dynamike nieliniowa utozsamia sie czesto z teoriq chaosu, cho¢ ta pierwsza jest ob-
szarem szerszym, zwiazanym réwniez m.in. z teoriq stabilnosci i teoria bifurkacji. Nie-
mniej, owo efektowne miano przenikneto do popkultury, podobnie jak pewne kluczowe

1 Cytat za Smith L.A., Chaos: A Very Short Introduction [21]; przektad wlasny
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Rys. 1. Atraktor Lorenza

hasta czy idee, pomimo ich na wskro§ matematycznej proweniencji. Symbolem czy em-
blematem teorii chaosu stat sie dwuptatowy atraktor Lorentza (rys. 1), a termin efekt motyla
przeistoczyt sie w dos¢ pospolity slogan. Jednak doglebne zrozumienie tych terminéw —
iistoty chaosu w ogoéle — nie wydaje sie zbyt powszechne.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie podstawowych zagadnieri dotyczacych
chaosu deterministycznego. Formalizm matematyczny ograniczono tu do minimum, a za-
sadnicze koncepcje osadzono w kontekscie historycznym. Podjeto tez prébe odpowiedzi
na pytania kluczowe dla zrozumienia omawianej tematyki, a rzadko poruszane w lite-
raturze fachowej. Czy determinizm oznacza to samo, co przewidywalnos¢? Jakie znaczenie
maja dzi$ teorie liniowe wobec nieliniowej rzeczywisto$ci? Czy okres$lenie deterministycz-
ny nie kléci sie z pojeciem chaosu?

Liczba prac poswieconych dynamice nieliniowej jest ogromna, stad uporzadkowanie
i zwiezle oméwienie nawet najistotniejszych tylko kwestii jest zadaniem trudnym. Na
tej drodze szczegdlnie pomocne okazuja sie ksiazki o charakterze popularnonaukowym.
Swa przystepnoscia i historycznym ujeciem zwracaja uwage prace Stewarta Czy Bog gra
w kosci [22] 1 Oswajanie nieskoriczonosci [23], a takze ksiazka Smitha z oksfordzkiej serii Very
Short Introductions [21]. Idee dotyczace chaosu i zlozono$ci w interesujacy sposéb wyto-
zono w Zatamaniu chaosu [9]. Natomiast pelnie matematycznego spojrzenia na dynamike
chaotyczng odnalez¢ mozna w Nowoczesnym kompendium matematyki [7] i podreczniku
autorstwa Otta [18].

Struktura pracy jest nastepujaca. Rozdzialy 2 i 3 poswiecono kwestiom liniowosci
i nieliniowo$ci w fizyce ostatnich kilku wiekéw i odkryciu zjawiska chaosu. W punk-
cie 4 omoéwiono istote chaosu deterministycznego i jego wystepowanie w otaczajacym
nas Swiecie. Rozdziat 5 ilustruje wlasnosci dynamiki chaotycznej na przykladzie kon-
kretnego modelu matematycznego. Ta cze$¢ pracy ma charakter bardziej formalny i moze
zosta¢ pominieta przez Czytelnika niezainteresowanego szczegétami matematycznymi.
Punkty 6 i 7 dotycza pytan o kontrolowalnos¢ i powtarzalnos¢ eksperymentéw w obli-
czu chaosu oraz o miejsce teorii liniowych w dzisiejszej nauce. Ostatni rozdziat stanowi
podsumowanie pracy i zawiera uwagi na temat kierunkéw dociekant w zakresie teorii
chaosu i teorii ztozonosci.

Copyright (©) 2015 fritzkowski.pl
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2. Prymat determinizmu i liniowosci

Pierre Simon de Laplace wierzyl, ze wszech§wiat podaza z géry zdeterminowanym,
jednoznacznie okreslonym torem. Umyst, ktéry znatby obecny stan wszech$wiata i wszel-
kie sily na niego dziatajace oraz potrafitby poddac te dane analizie, mégtby opisaé ewo-
lucje wszechswiata jednym réwnaniem, ,,a przysztoé¢, podobnie jak przeszto$¢, miatby
przed oczami” [22]. Laplace nie byl osamotniony w swoich pogladach. Ich powszech-
noé¢ wynikata z sukceséw nauki w okresie, kiedy to za sprawa Newtona, d’Alamberta,
Eulera, Lagrange’a, Fouriera i innych wielkich uczonych, stopniowo formutowano pra-
wa rzadzace $wiatem fizycznym. W poczuciu, ze coraz szerszy zakres zjawisk — ruch,
cieplo, fale, dzwiek, $wiatlo — daje sie okietzna¢, tzn. opisa¢ w jezyku matematyki, naro-
dzita sie koncepcja determinizmu skrajnie wyrazona przez Laplace’a.

W kontekscie mechaniki klasycznej determinizm sprowadzal sie do twierdzenia, iz
réwnania dynamiki pozwalaja jednoznacznie okresli¢ ruch uktadu, o ile tylko znane sa
warunki poczatkowe. Dzi§ wiadomo, ze wrazenie to bylto oparte na sukcesach przybliza-
nia pewnych prostych uktadéw prostymi modelami. Fizyka newtonowska kreslita me-
chanistyczny obraz Swiata — §wiata uporzadkowanego, przewidywalnego, z zasady cal-
kowicie znanego, a przede wszystkim liniowego. Przez wieki bowiem, wszedzie gdzie
tylko bylo to mozliwe, uczeni starali sie opisywac zjawiska liniowymi réwnaniami r6z-
niczkowymi. Pow6d tych dazen byt stricte pragmatyczny — matematyka klasyczna nie
dysponowata narzedziami do rozwiazywania probleméw nieliniowych. Podstawowym
orezem modelowania matematycznego stala sie wiec linearyzacja, ktéra polegata na po-
mijaniu niewygodnych cztonéw réwnan, uznanych jednoczesnie za mato znaczace, badz
tez na dalece upraszczajacych zatozeniach juz na etapie formutowania réwnan. W efekcie
teorie liniowe dotycza matych drgan, matych odksztalcerr czy matych gradientow tempe-
ratury [22].

Klasyczna fizyka matematyczna byta jednak bezradna w obliczu proceséw nieupo-
rzadkowanych czy losowych. Z czasem obok niej musiata wytoni¢ sie nowa metodologia
modelowania, oparta na matematyce przypadku. Paradoksalnie réwniez i tu istotna role
odegrat determinizm. O ile nie potrafiono opisa¢ ztozonych ukiadéw, takich jak porcja
gazu zawierajaca miliony czy miliardy molekut, o tyle podejrzewano, ze za owa zto-
zonoscia kryja sie te same podstawowe, znane juz prawa. Ponadto droga ku metodom
statystycznym wiodia poprzez teorie prawdopodobieristwa, a do jej rozwoju przyczyni-
li sie uczeni majacy wielki wktad w matematyke deterministyczna — przede wszystkim
Pascal, Fermat, Huygens, Bernoulli czy w koricu Laplace [16, 22].

Podejécie statystyczne, ktére wyrosto na gruncie obserwacji astronomicznych, pozwo-
lito zupelnie inaczej spojrze¢ na $wiat fizyczny i reprezentujace go dane. W wieku XIX
owe koncepcje przejeli przedstawiciele nauk spotecznych, czyniac ze statystyki nauke
o masowych procesach losowych. Jednak nawet tu determinizm odciskat swe wyrazne
pietno — wielu badaczy ludzkich spraw dato sie uwies¢ laplace’owskiej idei: , wierzyli,
ze przyszto$¢ spoteczenstw jest czyms przewidywalnym” [16].

3. Nieliniowa rewolucja

U schytku XIX wieku przekonano sie, ze w pewnych dziedzinach teorie liniowe po
prostu nie dziataja. Punktem zwrotnym stata sie rozprawa Henri Poincarégo, wybitnego
matematyka, ktory rozwazyl — szczegodlnie istotny w mechanice nieba — problem trzech
cial, oddziatlujacych ze soba zgodnie z prawem grawitacji Newtona. Chociaz Poincaré
zbadal gruntownie przypadek uproszczony, gdy jedno cialo ma o wiele mniejsza mase

Copyright (© 2015 fritzkowski.pl
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od dwoch pozostatych (tzw. zredukowany model Hilla), to dynamika ukladu okazala sie
niezwykle nieregularna. Wygladato na to, Ze wszechswiat jest duzo bardziej skompliko-
wany niz mechanizm zegarowy i nawet prosty model moze uwidaczniaé zadziwiajaco
ztozone zachowania [22].

Jednak byt to tylko nikly czubek nieliniowej rzeczywistosci, o ktéry potykata sie dw-
czesna nauka. Wielki krok naprzéd stat sie mozliwy dopiero w erze komputeréw, kté-
re pozwolily znalez¢ przyblizone rozwiazania dla wielu ztozonych probleméw, w tym
réwniez tych nieliniowych. Na szczegbélng uwage zastuguje posta¢ Edwarda Lorenza,
meteorologa z Massachusetts Institute of Technology (MIT), ktéry na poczatku lat 60-
tych zajmowat sie numerycznymi symulacjami zjawisk pogodowych, wykorzystujac je-
den z wczesnych komputeréw. Zupelnie przypadkowo Lorenz zaobserwowat wrazli-
wos¢ uzytego modelu matematycznego na niewielka zmiane warunkéw poczatkowych,
co nazwat efektem motyla. Metaforycznie rzecz ujmujac, trzepot skrzydet motyla na Flo-
rydzie z biegiem czasu moze spowodowac¢ tornado u wybrzezy Indonezji, albowiem
dzisiejsza, nawet drobna zmiana w stanie atmosfery moze ulec wzmocnieniu i prowa-
dzi¢ do gwaltownych ruchéw mas powietrza w przysztosci. Na tego typu efekt nie by-
foby miejsca w tradycyjnym, liniowym pojmowaniu rzeczywisto$ci. Lorenz zrozumiat,
ze rozbieznos¢ rozwiazan pod wpltywem drobnego zaburzenia jest cecha uniwersalna
nieliniowych uktadéw dynamicznych w ogdle, totez zbadat mocno uproszczony model
pogody w postaci ukladu trzech réwnan rézniczkowych, nie dbajac o jego sens fizyczny.
Przy pewnych wartosciach parametréw (stalych w réwnaniach) natrafit na nieregularne
i pozornie przypadkowe rozwiazania [8, 16, 22].

Pionierskie, topologiczne spojrzenie Poincarégo na nieliniowe uklady dynamiczne
oraz numeryczne eksperymenty Lorenza daly poczatek wspélczesnej teorii chaosu. Ogol-
na teoria zaczeta sie stopniowo wytania¢ z licznych prac takich matematykéw, jak Ste-
phen Smale, Oleksandr Szarkowski czy Wiadimir Arnold [23]. Jednak zaréwno ich wy-
sitki, jak i odkrycie Lorenza w duzej mierze pozostawaly wéwczas niezauwazone. Para-
doksalnie najpéZniej chaosem zainteresowali sie sami fizycy, ktérych uwage przykuwaty
relatywistka i mechanika kwantowa — wyprzedzili ich inzynierowie, meteorolodzy, bio-
lodzy i ekonomisci [6]. Okazato sie, ze chaotycznos$é jest raczej norma niz wyjatkiem, co
mozna zauwazy¢, jesli tylko uwzglednié nieliniowo$¢ w modelach, czyniac je blizszymi
rzeczywistosci.

4. Chaos a rzeczywistos¢

Jak juz powiedziano, do poczatku XX wieku wypracowano dwie rézne metodologie
modelowania, w $wietle ktérych dany uktad byt albo deterministyczny, albo przypadko-
wy. Wykrycie chaosu deterministycznego wniosto do nauki nowa, trzecia jakos¢. Okre-
Slenie chaos deterministyczny moze wywolywac pewnego rodzaju dysonans. W powszech-
nym rozumieniu stowo chaos oznacza przeciez stan catkowitego nieporzadku, beztadu,
bez jakichkolwiek znamion zdeterminowania. Jednak w przypadku $cisle zdefiniowa-
nego ukladu dynamicznego jego zachowanie nie moze by¢ dowolne, gdyz okreélaja je
réwnania deterministyczne. W jezyku modelowania matematycznego méwi sie nawet
o prawach czy réwnaniach rzadzacych danym zjawiskiem. Stad miano chaos deterministycz-
ny ma wyrazac nieregularna dynamike, ktéra cechuje uktad deterministyczny — niejako
wbrew jego naturze z zaloZenia niestochastycznej.

By zaobserwowaé burzliwa dynamike chaotyczna, nie trzeba badaé ztozonych zja-
wisk, takich jak turbulentny przeplyw cieczy czy zderzenia atoméw gazu. Oto prosty
uklad dynamiczny o kilku stopniach swobody moze zachowywac¢ sie w sposéb nieregu-
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larny i tak skomplikowany, ze trudno prognozowac jego stan w przysztosci. Szczegdlnie
przewidywania dtugookresowe staja sie mato wiarygodne, a to za sprawa najwazniejszej
bodaj cechy ukltadéw nieliniowych — owej wrazliwosci na warunki poczatkowe. Mate ich za-
burzenie — z pozoru nic nieznaczace — prowadzi do duzych zmian zachowania ukladu,
ktére w dodatku narastaja wykladniczo z czasem. W dtuzszej perspektywie, jako przejaw
efektu motyla, obserwuje sie zatem zupelnie inng jakosciowo dynamike [12, 15].

Jak pokazat Lorenz, uklady nieliniowe sa takze czule na zmiane wartosci charakte-
ryzujacych je parametréw. Mozliwe sa tu tzw. bifurkacje, czyli nagle, skokowe przejécia
od dynamiki regularnej — okresowej lub prawie okresowej — do chaotycznej. Tym razem
jakosciowa zmiana zachowania catego uktadu moze by¢ wywotana drobna zmiana wy-
branego parametru, zwanego parametrem kontrolnym lub bifurkacyjnym [12, 15].

Na gruncie przedstawionych dotychczas informacji moze pojawi¢ sie watpliwos¢, czy
chaos jest czyms realnym, majacym miejsce w Swiecie fizycznym. A moze jest to tylko
jakis abstrakt, koncept czysto matematyczny, ktérego Srodowiskiem naturalnym jest rze-
czywistos¢ wyidealizowana i zamodelowana na potrzeby teorii i symulacji komputero-
wych? W istocie jest to pytanie o nature modeli, a nawet praw przyrody, ktére formutuja
naukowcy i o to, na ile odzwierciedlaja one rzeczywisto$¢. Po pierwsze, nalezy pamie-
taé, ze weryfikacja poprawnoéci modelu bazuje witasnie na eksperymencie. W prakty-
ce za przydatny uwaza sie tylko taki model, ktéry pozwala uzyska¢ prognozy zgodne
z rzeczywisto$cia. Warto spojrzeé na te kwestie z perspektywy zaprezentowanej przez
Cohena i Stewarta [9]: nawet jesli schematy, ktére — jak sadzimy — odkrywamy w przy-
rodzie, sa ,kalamburami umystu”, tylko metaforami, a nie rzeczywistymi prawami, to
jednak ,sa one schematami, ktére triumfuja w pewnym wybranym kontekscie”. Stuza
do opisu zjawisk, skutecznie przyblizajac jakie$ fundamentalne — by¢ moze niedostepne
dla nas — prawa. Po drugie, skoro na przyktad stosowany obecnie model przeptywoéw at-
mosferycznych jest nieliniowym ukiadem dynamicznym, to réwniez pogode uwaza sie
za uklad nieliniowy, z chaosem jako charakterystyczna cecha. Podobnie jak nieliniowe
réwnania ruchu oscylatora sa rezultatem nieliniowosci rzeczywistego obiektu drgajace-
go, zdolnego do nieregularnej dynamiki. Wydaje sie, ze chaotyczno$¢ modelu matema-
tycznego — stosunkowo prostego, bo uchwytnego przez czlowieka — musi by¢ chociaz
namiastka modelowanej, nieliniowej rzeczywistosci.

Wystepowanie chaosu w otaczajacym nas $wiecie potwierdzaja liczne eksperymenty
fizyczne. Kilka najbardziej sztandarowych opisat Addison [1], Ott [18] oraz Stewart [22],
jak chociazby: doswiadczenie Moona i Holmesa (1979) dotyczace belki, na ktéra dziata
pole magnetyczne; eksperyment Shawa (1984) z kapiacym kranem; zjawisko konwekgji
Benarda-Rayleigha, ktére badali m.in. Ahlers i Behringer (1978), Gollub i Benson (1980).
Ponadto warto wspomnie¢ o elektrycznym obwodzie Chuy, oscylacyjnej reakcji chemicz-
nej Bielousowa-Zabotyriskiego oraz chaotycznej dynamice tozyskowanego wirnika. Juz
na podstawie tych przykladéw mozna wnioskowaé, iz chaos objawia sie w zachowa-
niu szerokiej gamy rzeczywistych uktadéw. Do tej pory stwierdzono, ze ma kluczowe
znaczenie w wielu dziedzinach, np. w mechanice ptynéw, fizyce plazmy, technologiach
potprzewodnikowych, obwodach elektrycznych, w biologii, chemii, akustyce, astrono-
mii [12, 18].
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5. Chaos w ujeciu matematycznym

5.1. Model matematyczny

Aby zilustrowac opisane efekty nieliniowe, rozwazymy drgania w uktadzie badanym
doswiadczalnie i na gruncie symulacji numerycznych przez Moona i Holmesa [17]. Przy-
rzad, ktérym sie postuzyli, pokazano schematycznie na rys. 2. Jest to sztywna, stabilna
rama, do ktérej zamocowano stalowa belke. Jej swobodny koniec znajduje sie miedzy
dwoma magnesami. Przyrzad jest tak skonstruowany, ze rama wraz z belka moze by¢
poddawana drganiom harmonicznym w kierunku poziomym.

rama

stalowa
belka

x(7)

A

magnesy

Rys. 2. Uktad badany przez Moona i Holmesa (1979)

Jak fatwo sie domysli¢, w stanie spoczynku belka znajduje sie w jednym z dwéch
ustalonych polozeni réwnowagi — jej koniec zostaje odchylony w kierunku jednego z ma-
gneséw, na prawo lub na lewo. Jednak gdy wprawimy rame w ruch sinusoidalny, mozna
zaobserwowac nieregularne i bardzo skomplikowane drgania belki.

Aby sprawdzi¢, czy takie zachowanie sie ukladu jest przejawem chaosu (a nie innych
efektéw dynamicznych), Moon i Holmes skorzystali z prostego modelu matematycznego
badanego ukladu — pojedynczego réwnania rézniczkowego. Przedstawimy je w bezwy-
miarowej, tj. odpowiednio przeskalowanej, postaci jako

q+cq—q+q3:Asith, (1)

gdzie § = dg/dt. Pierwsze dwa czlony réwnania reprezentuja bezwladnos¢ belki i ttu-
mienie drgan. Kolejne wyrazy opisuja site sprezystosci i oddziatywanie magneséw. Czlon
wymuszajacy po prawej stronie odpowiada sterowanemu przesuwowi ramy. Zmienna g,
podobnie jak w (zob. rys. 2), jest funkcja czasu opisujaca maksymalne wychylenie belki,
przy czym w wyniku przeskalowania nie ma juz charakteru dlugosci — jest wielko$cia
bezwymiarowa. Dla ustalonych, stabilnych potozer réwnowagi belki g = 11lub g = —1.
Stata c odgrywa role wspélczynnika ttumienia, natomiast A i (2 to odpowiednio ampli-
tuda i czesto$¢ wymuszenia. Poniewaz zmienna niezalezna t mozna traktowac jako czas
bezwymiarowy, wszystkie parametry ukladu réwniez maja charakter bezwymiarowy.

Aby uzyskaé jednoznaczne rozwiazanie postawionego problemu, nalezy okresli¢ wa-
runki poczatkowe dla ruchu korica belki:

q(0) =q0,  4(0) =00, )

gdzie gqo i v to zadane wartosci okreslajace odpowiednio wychylenie oraz predkosé
w chwili t = 0.
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Rys. 3. Drgania belki dla Q) = 1 - przebieg czasowy g(t)

Réwnanie (1) stanowi szczegdlny przypadek réwnania Duffinga —jednego z podstawo-
wych modeli nieliniowych, ktére mozna spotka¢ nie tylko w dziedzinie mechaniki [13].
Ukfad oscylujacy opisany takim réwnaniem nazywa sie oscylatorem Duffinga.

5.2. Stan dynamiczny ukladu

Omawiany uktad ma jeden stopieri swobody (liczba stopni swobody s = 1) zwiazany
ze zmieniajacym sie wychyleniem korica belki. Stan dynamiczny tego ukladu w dowol-
nej chwili f jest w pelni okreSlony przez dwie wielkoSci: przemieszczenie q i predkosé
g. Wszystkie mozliwe do pomyslenia stany ukladu tworza 2s-wymiarowa przestrzen,
zwanaq przestrzeniq fazowaq (inaczej przestrzen standéw), ktéra dla s = 1 redukuje sie do
plaszczyzny fazowej. Kazdej chwili t ruchu uktadu odpowiada para (g, §), czyli punkt na
plaszczyznie fazowej. Zbiér wszystkich takich punktéw zaobserwowanych przy zmianie
parametru t tworzy krzywa zwana trajektoriq fazowq. Formalne definicje wymienionych
poje¢ zawarto m.in. w pracach [4, 7, 14].

Wykres trajektorii fazowej na plaszczyznie nazywa sie portretem fazowym. Ruch ukta-
du obrazuje sie rowniez, stosujac metode zaproponowana przez Poincarégo: na ptasz-
czyznie fazowej przedstawia sie tylko niektére punkty (g, ) — zarejestrowane w jedna-
kowych odstepach czasu, réwnych pewnemu, charakterystycznemu dla danego uktadu,
okresowi T:

t=tyg, to+ T, to+2T, ...

Czas ty jest tak dobrany, by pominaé wszelkie ruchy przejSciowe ukladu. Taki strobosko-
powy obraz dynamiki nazywa sie przekrojem Poincarégo lub mapa Poincarégo [18, 24].

5.3. Droga do chaosu

Rozwazmy eksperyment numeryczny, w ktérym odchylamy wolny koniec belki, tak
ze qo = 1, natomiast poczatkowa predkos¢ vy = 0. Niech rama bedzie wprawiona
w drgania o amplitudzie A = 1. Ponadto przyjmiemy ¢ = 0.5. Celem symulacji jest
obserwacja zmian jako$ciowych ruchu belki pod wptywem zmiany czestosci (), trakto-
wanej jako parametr kontrolny.

Copyright (© 2015 fritzkowski.pl



Fritzkowski P., O chaosie deterministycznym 8

a) b)

Rys. 4. Okresowe drgania belki dla Q) = 1: a) portret fazowy — kolorem szarym zaznaczono
fragment trajektorii odpowiadajacy ruchowi przejsciowemu (nieustalonemu),
b) mapa Poincarégo

a)

[ -2t . . ‘ d
-2 P 1 L L L L P
50 60 70 80 90 100 -2 -1 0 1 2
! q
b)
2F
20 T
[ e
1+ ]
>0
S
—1r
ol ‘ ‘ ‘ ‘ -2h . . . ]
50 60 70 80 90 100 -2 -1 0 1 2
! q

Rys. 5. Okresowe drgania belki — przebieg czasowy oraz mapa Poincarégo
natozona na portret fazowy: a) 3 = 1.32,b) 2 = 1.36
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Rys. 6. Prawie okresowe i chaotyczne drgania belki — portret fazowy
oraz mapa Poincarégo: a) 0 =1.19,b) 2 =14

Na rysunku 3 przedstawiono wykres rozwiazania ¢(t) dla ) = 1. Obejmuje on prawie
10 cykli wymuszenia, tj. okreséw drgan ramy, T = 27t/(Q). Pierwsze kilka cykli to faza
przejsciowa — ruch nieustalony belki, po ktérym nastepuja drgania periodyczne o okresie
rownym T. W takim przypadku méwi sie o drganiach 1T-okresowych. Odpowiadajacy
im obraz na plaszczyZnie fazowej to pojedyncza petla, do ktérej poczatkowo zmierza
trajektoria fazowa, a potem cyklicznie ja kresli (zob. rys. 4a). Natomiast mapa Poincarégo
obrazujaca ruch 1T-okresowy zawiera jeden punkt (rys. 4b).

W miare wzrostu czesto$ci drgafi ramy zmienia sie zachowanie belki. Dla (3 = 1.32
okres ruchu jej korica jest dwukrotnie dtuzszy od okresu drgan ramy T. Sa to wiec drgania
2T-okresowe, co potwierdza zaréwno trajektoria fazowa, jak i mapa Poincarégo (rys. 5a).
Mozna powiedzie¢, ze — w stosunku do poprzedniego przypadku — trajektoria ulegta
rozdwojeniu i sktada sie teraz z dwéch petli.

Owo rozdwojenie trajektorii okresla sie wtasnie mianem bifurkacji. Idac dalej wzdtuz
osi parametru (), mozna uzyskaé drgania 4T-okresowe (dla (3 = 1.36, rys. 5b). Oczy-
wiécie charakter ruchu belki odpowiada pewnym przedzialom czestoéci, a nie tylko jej
pojedynczym warto$ciom. Istnieja jednak tzw. punkty bifurkacji, czyli progowe wartosci
parametru, ktérych przekroczenie wywotuje skokowa zmiane w zachowaniu sie ukia-
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du. Co charakterystyczne, odleglosci kolejnych punktéw bifurkacji gwaltownie maleja?.
Jezeli obserwuje sie ciag bifurkacji, ktorego efektem sa drgania ukfadu z okresem kolejno

T, 2T, 4T, 8T, ...

a w analizowanym zakresie parametru kontrolnego nie wystepuja inne zmiany dynami-
ki, to méwi sie o kaskadzie podwajania okresu. Jest to jedna z typowych drég prowadzacych
do chaosu [4, 12, 24].

W omawianym przypadku droga ta jest mniej uporzadkowana. Ponadto mozna na-
potka¢ podprzedziaty, w ktérym wystepuja drgania quasi-okresowe, cechujace sie pra-
wie powtarzalnoécia. Na przyktad gdy Q) = 1.19, trajektoria ukltadu wypelnia fragment
plaszczyzny fazowej w sposéb dosé regularny (rys. 6a). Mozna powiedzie¢, ze dla pew-
nych warto$ci parametru bifurkacyjnego trajektoria fazowa ulegla rozszczepieniu, przy
czym trudno jest wskaza¢ krotno$¢ okresu podstawowego T. Z kolei dla () = 1.4 zacho-
wanie uktadu jest chaotyczne, pozbawione jakiejkolwiek regularnoéci (rys. 6b). W kaz-
dym cyklu belka porusza sie w inny, niepowtarzalny sposéb i prézno szukaé tu dwéch
odcinkéw trajektorii pokrywajacych sie na ptaszczyznie fazowe;.

W dalszych przedziatach czestosci (2 moga nastepowaé kolejne zmiany w dynamice
ukladu: przejscie od drgan chaotycznych do regularnych (okresowych lub prawie okre-
sowych), a nastepnie znéw do chaotycznych itd. Podobne przejScia obserwuije sig, kiedy
Q) przyjmuje ustalona wartos¢, a parametrem kontrolnym jest amplituda A.

5.4. Wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe

Rozwazmy wskazany juz przypadek ruchu chaotycznego, gdy () = 1.4 oraz qo = 1,
vg = 0. Wyobrazmy sobie drugi eksperyment numeryczny przeprowadzony z nieznacz-
nie rézniqcymi sie warunkami poczatkowymi. Niech wychylenie belki w chwili = 0
bedzie réwne §o = qo + ¢, gdzie ¢ jest mata wielkoscia, np. € = 1072, Predkosé poczatko-
wa pozostawmy bez zmian, tj. 3y = 0.

2,\ T v =

Rys. 7. Wrazliwos¢ uktadu na warunki poczatkowe w przypadku drgan chaotycznych (QQ = 1.4):
przebieg czasowy rozwiazan przy zaburzonych (kolor czerwony)
i niezaburzonych (kolor niebieski) warunkach poczatkowych

20dleglosci te maleja w tempie geometrycznym, a prawidlowosé te odkryt fizyk Mitchell Feigenbaum.
Wiecej informacji na ten temat zawieraja prace [9, 12, 22, 24]
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Otrzymane przebiegi czasowe obu rozwiazan, q(t) i §(t), przedstawiono na rys. 7.
W ciagu pierwszych kilkunastu cykli wymuszenia ruch korica belki jest identyczny, po-
tem jednak zaczynaja pojawiaé sie coraz wyrazniejsze réznice. W przypadku dynami-
ki chaotycznej rozbieznos¢ dwéch poczatkowo bliskich trajektorii narasta wykfadniczo
z uplywem czasu. Zatem mate zaburzenie warunkéw poczatkowych szybko przeksztat-
ca sie w kolosalna niepewnoé¢ przewidywanego ruchu. Jak ujeli to Cohen i Stewart, ,gdy
w gre wchodzi chaos, »zaniedbywalne« réznice nie sa juz zaniedbywalne” [9]. Wlasnie
ten efekt okreéla sie mianem wrazliwoéci ukladu na warunki poczatkowe [1, 12, 24].

5.5. Atraktory i fraktale

Gdy ukfad dynamiczny ewoluuje w czasie, trajektoria w przestrzeni stanéw moze
zmierza¢ do pewnego podzbioru tej przestrzeni: punktu, krzywej, obszaru itp. Tego ro-
dzaju obiekt geometryczny nazywa sie atraktorem. Jak sama nazwa wskazuje, atraktor
przyciaga znajdujace sie blisko niego trajektorie, ktére rozpoczynaja sie w ré6znych punk-
tach przestrzeni fazowej, w otoczeniu atraktora. Zbiér warunkéw poczatkowych, dla
ktérych trajektoria dazy do danego atraktora, zwany jest obszarem przyciggania lub base-
nem przyciqgania. Uklad dynamiczny moze mie¢ kilka wspétistniejacych atraktoréow, przy
czym kazdy z nich ma swoj basen przyciagania [4, 12, 15].

Na przyktad portret fazowy na rys. 4a (podobnie jak na rys. 5) przedstawia atraktor
okresowy — tzw. cykl graniczny, czyli krzywa cyklicznie kreslona na ptaszczyzZnie fazowej
przez trajektorie uktadu przy danych wartosciach parametréw. Mozna jednak przypusz-
czad, ze istnieje wiecej punktéw poczatkowych (g0, vg) poza para (1, 0), dla ktérych tra-
jektoria zmierza do tego atraktora. Wszystkie takie punkty stanowia obszar przyciagania
tego atraktora.

W przypadku quasi-okresowosci postac atraktora komplikuje sie (zob. rys. 6a). ,,W to-
pologicznym obrazie ruch quasi-periodyczny wyglada jak spiralny ruch na torusie” [22],
cojest nierozerwalnie zwiazane z wystepowaniem co najmniej dwéch niewspétmiernych
czestosci drgan prawie okresowych [1]. Nalezy przy tym pamietaé, ze pojecie torus ma
dos¢ szerokie znaczenie w jezyku topologii, ktora jest przeciez uogélniona geometria
form i ksztattow.

Jeszcze bardziej ztozona struktura wyrdznia sie zwykle atraktor chaotyczny (rys. 6b). Je-
go jakosciowej oceny dokonuje sie najczeéciej na podstawie mapy Poincarégo. Atraktor
chaotyczny charakteryzuje sie tym, ze dwie przyciagane przez niego trajektorie, znaj-
dujace sie od siebie w dowolnie matej, lecz niezerowej odlegtosci, oddalaja sie od siebie
wykladniczo z czasem [4]. Atraktor chaotyczny o skomplikowanej geometrycznie struk-
turze nazywa sie dziwnym atraktorem, a jego zlozono$¢ rozpatruje sie w kategoriach geo-
metrii fraktalnej.

Trudno poda¢ écista definicje pojecia fraktal, cho¢ zostato ono wprowadzone w latach
70-tych przez matematyka Benoita Mandelbrota [14]. Jak pisza Bronsztejn i inni, ,frak-
tale saq zbiorami, niezaleznie od konkretnej dynamiki, ktére wyréznia jedna lub wiecej
cech, takich jak wystrzepienie, porowatos¢, ztozonos¢ i samopodobiefistwo” [7]. Zatem
fraktal to zbiér o nietrywialnej strukturze i naturalnym, nieregularnym wygladzie, kt6-
rego nie da sie tatwo opisaé w jezyku tradycyjnej geometrii euklidesowej [15]. Kluczowa
jego cecha jest samopodobieristwo, co oznacza, ze ,czeé¢ jest podobna do catosci” [14] -
w sensie doktadnym albo statystycznym. Innymi stowy, powiekszony obraz czeéci zbio-
ru przedstawia glebsze struktury, wzorce, ktére sa podobne do obrazu catosci — stanowia
jej powielenie w mniejszej skali. Dobra tego ilustracja sa tzw. fraktale naturalne, ktoére z ta-
twosécia mozna odnalez¢ w Swiecie przyrody: linie brzegowe, taricuchy gorskie, kontury
chmur, drzewa, paprocie czy fale morskie [1, 22]. Natomiast wyidealizowane twory, ja-
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kimi sa fraktale matematyczne, zachowuja samopodobna strukture w nieskoriczonym
ciagu powiekszen [1].

Specyfika fraktali wymusita na matematykach uogoélnienie pojecia wymiaru. Koncep-
cje wymiaru fraktalnego trudno zrozumie¢ intuicyjnie, tym bardziej, ze zazwyczaj przyj-
muje on wartoéci utamkowe. Jedynie w przypadku klasycznych figur geometrycznych
wymiar fraktalny jest liczba catkowita. Wiecej informacji na ten temat zawieraja prace
[1,5,7,12,14,15].

Kazdy dziwny atraktor jest fraktalem. Charakteryzujacy jego geometrie wymiar utam-
kowy jest Sci$le zwiazany z dtugookresowym zachowaniem uktadu — pozwala na przy-
kiad oszacowac liczbe aktywnych stopni swobody ukladu dynamicznego. Réwniez gra-
nice basenéw przyciagania, nalezacych do réznych atraktoréw (nie tylko dziwnych), mo-
ga miec strukture fraktalna [12, 15].

6. Niepewnos¢ z chaosu

Moéwi sie, ze wiek XX przyniost trzy wielkie rewolucje w dziedzinie fizyki — zwiazane
odpowiednio z teoria wzglednosci, mechanika kwantowa oraz teoria chaosu [3]. Dwie
ostatnie kaza spojrze¢ na eksperyment —jego kontrolowalnos¢ i powtarzalno$é — zupeinie
inaczej niz fizyka klasyczna.

Teoria kwantowa ukazatla probabilistyczna nature Swiata w mikroskali. Zgodnie z za-
sada nieoznaczonosci Heisenberga nie da sie precyzyjnie zmierzy¢ jednocze$nie potoze-
nia i pedu czastki. ,W mechanice kwantowej nie wystepuja punktowe czastki z dobrze
okreslonymi trajektoriami” [8] - mozna tu wyznaczac jedynie prawdopodobieristwo zda-
rzef. Zatem na poziomie mikroskopowym nasza znajomos$¢ warunkéw poczatkowych
jest zawsze niepelna, stad trudno dokladnie przewidzie¢ przyszios¢.

Wedtug Jamesa Gleicka, autora ksiazek o rozwoju nauki, , teoria kwantéw wyelimino-
wala newtonowskie marzenie o kontrolowalnym procesie pomiarowym”, podczas gdy
»chaos eliminuje laplace’owski wymyst o deterministycznej przewidywalnosci” [3]. Ba-
dajac uktad w skali makro, kwantowa nieoznaczonoé¢ mozna zaniedba¢, lecz nawet
w warunkach laboratoryjnych trudno ustrzec sie bledéw pomiaru — szczegélnie tych lo-
sowych, wynikajacych z r6znego rodzaju zakléceni. Z tego powodu mato prawdopodob-
ne wydaje sie chociazby zapewnienie identycznych warunkéw poczatkowych w kilku
kolejnych do$wiadczalnych prébach. Bez trudu mozna wyobrazi¢ sobie sytuacje, kiedy
to zaburzenie jest nawet pomijalnie mate w stosunku do doktadnoséci przyrzadu pomia-
rowego, jednak w przypadku chaotycznego zachowania ukfadu nieliniowego blad taki
szybko narasta, co prowadzi do zupelnie innych wynikéw niz poprzednio. Dlatego wia-
$nie nalezy rozrézni¢ pojecia determinizm i przewidywalnos¢, ktére nie sa bynajmniej sy-
nonimami. Okre$lenie deterministyczny oznacza zgodny z prawami czy réwnaniami Wypro-
wadzonymi w oparciu o pewne zalozenia, niejako fizykalny, a niekoniecznie przewidywal-
ny, catkowicie poznawalny. Osobliwe cechy dynamiki chaotycznej, na czele z wrazliwoscia
na warunki poczatkowe, czynia przewidywalno$¢ czyms$ nieosiagalnym, przynajmniej
w perspektywie dlugookresowej.

Chaos nastrecza podobnych trudnosci w dziedzinie obliczeri numerycznych, ktérych
dokladnos¢ jest ograniczona i $ciSle zwiazana z wewnatrzmaszynowym kodowaniem
binarnym. Z wyjatkiem liczb catkowitych i niektérych utamkéw, liczby rzeczywiste re-
prezentowane sa w pamieci komputera w sposéb niedokladny — z pewna skoriczona
precyzja. Stad po pierwsze, wyniki obliczeri obarczone sa blgdem wejscia — nieuniknionym
ze wzgledu na tzw. wstepne zaokraglenie danych wejSciowych, ktére pierwotnie moga
by¢ juz obciazone np. bledami pomiaru. Co wazniejsze, podczas obliczerr powstaja nowe
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btedy, zwane bledami zaokragleri. Sa one rezultatem koniecznego zaokraglania wynikéw
czastkowych i moga ulega¢ akumulacji wraz ze wzrostem liczby operacji arytmetycz-
nych wykonanych przez komputer [7].

Jedli wzia¢ pod uwage wrazliwoé¢ ukladu na niewielkie zaburzenia parametréw, czy
mozemy by¢ pewni, ze — rozwiazujac numerycznie réwnania ruchu — wyznaczyliSmy te
wladciwa trajektorie ukltadu? By¢ moze otrzymane wyniki sa artefaktami procedury ob-
liczeniowej, a na pewno zaleza od niej w spos6b krytyczny. Zatem jak oceni¢ ich obiek-
tywna prawdziwo$¢? Trudno odpowiedzie¢ na te pytania w sposéb ogdlny, w wiekszo-
Sci przypadkow jednak obliczona trajektoria wiernie przybliza pewna trajektorie uktadu.
Innymi stowy, trajektoria wyznaczona numerycznie moze nie by¢ doktadnie ta, o ktéra
nam chodzi, ale jest bardzo bliska ktérej$ z mozliwych, rzeczywistych trajektorii danego
ukladu fizycznego [12].

Warto przy tym zauwazy¢, ze badajac doswiadczalnie lub numerycznie zachowania
chaotyczne, rzadko poszukujemy jakiej$ jednej, konkretnej trajektorii — najczesciej jeste-
$my zainteresowani pewnymi uérednionymi wilasnoséciami. Skupiamy sie wiec na ce-
chach, ktére sa odporne na male zmiany parametréw, np. topologia atraktora lub jego
wymiar fraktalny. Uzyskane rezultaty odzwierciedlajaq charakter zachowania ukladu, je-
§li tylko podazamy za jedna z mozliwych trajektorii tegoz uktadu [12].

7. Miejsce liniowosci

Skoro nieliniowo$¢ jest tak powszechna w otaczajacej nas rzeczywistoéci, to powstaje
pytanie o znaczenie teorii liniowych w $wiecie nauki. W szczegélnosci, gdzie upatrywac
miejsca we wspolczesnej mechanice dla liniowej teorii drgan? Czy jej nauczanie dzisiaj
ma jeszcze sens?

Po pierwsze, teoria drgan ukladéw liniowych znajduje wciaz zastosowanie w prak-
tyce naukowej i inzynierskiej. Metody analizy ukladéw liniowych sa dobrze opracowa-
ne, przejrzyste i niezawodne. Ze wzgledu na atwos¢ ich stosowania czesto dokonuje
sie linearyzacji, zastepujac elementy nieliniowe ich modelem liniowym. Przyblizenie ta-
kie jest uzasadnione w przypadku matych nieliniowosci i matych drgan, wystepujacych
w rzeczywistym ukladzie. Mimo uproszczen otrzymuje sie wtedy dobre przedstawie-
nie wilasnosci dynamicznych i wystarczajaco doktadne wyniki, niezbedne na przyktad
do podjecia decyzji projektowych. Postugiwanie sie modelami nieliniowymi ma miejsce
tylko wtedy, gdy okazuje sie to absolutnie nieodzowne [2, 4, 15].

Po drugie, uklady nieliniowe przejawiaja zachowania typowe dla uktadéw liniowych.
Jak zilustrowano na przykladzie, drgania chaotyczne obserwuje sie tylko w pewnych
zakresach parametrow uktadu. Zwykle mozliwy jest taki dobér wartosci parametréw,
ktéry prowadzi do drgan regularnych, w tym okresowych. Takie podejscie byto zreszta
powszechnie stosowane przez ostatnie kilkadziesiat lat, by wyeliminowa¢ niekorzystne
zjawisko chaosu w dynamice projektowanych konstrukgji [11, 15].

I w koricu po trzecie, znajomos$¢ teorii drgan liniowych jest podstawa zrozumienia
drgan nieliniowych. W praktyce dydaktycznej o specyfice ukladéw nieliniowych méwi
sie poprzez zaprzeczenie — akcentujac kontrast w stosunku do prostoty uktadéw linio-
wych. Naucza sie na przykiad, ze nieliniowo$¢ oznacza odpowiedZ nieproporcjonalna
do wymuszenia; ze w analizie drgan nieliniowych nie ma zastosowania zasada superpo-
zycji; ze w zachowaniu ukladéw nieliniowych moga wystepowac rezonanse ultra- i sub-
harmoniczne; ze pojawiaja sie tu zjawiska przeskoku, histerezy, a przede wszystkim chaosu,
zupelnie nieznane na gruncie ukltadéw liniowych [2]. Taki porzadek nauczania wydaje
sie jak najbardziej prawidtowy, gdyz prowadzi od prostoty i regularnosci ku wyrafino-
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wanej ztozonosci, od wyidealizowanego przypadku szczegdlnego do ogélnego, bardziej
naturalnego.

Przywolane tu argumenty przecza, jakoby dynamika nieliniowa catkowicie przesto-
nita liniowa teorie drgar, a nawet odestata ja do lamusa. W nieregularnosci i pozornej
przypadkowosci mozna doszuka¢ sie wzorcow, uporzadkowania, a takze namiastki li-
niowo$ci.

8. Podsumowanie

Swiat jest z natury nieliniowy i jako taki jest miejscem, gdzie — oprécz regularnosci
i przypadkowosci — wystepuje chaotycznos¢. Ta ostatnia od losowosci rézni sie tym, ze
cechuje uklady deterministyczne. Istotq chaosu deterministycznego jest wrazliwo$¢ na
warunki poczatkowe, co czyni ewolucje uktadu wiasciwie nieprzewidywalna. Zachowa-
nia chaotyczne przejawia ogromna liczba rzeczywistych i wyidealizowanych uktadéw
spotykanych w rozmaitych dziedzinach zycia. W ten oto zwiezly sposéb mozna by pod-
sumowac i zakoniczy¢ niniejsza prace, gdyby nie jedno istotne pytanie: co maja ze soba
wspOlnego uklady mechaniczne, obwody elektryczne, systemy biologiczne, ekonomicz-
ne i inne? Dlaczego w chaotycznej dynamice wiekszosci zbadanych uktadéw, bez wzgle-
du na ich charakter, odnaleZ¢é mozna te same wlasnosci, prawidtowosci czy wzorce?

Odpowiedzi na te i podobne pytania poszukuje teoria ztozonosci. Trudno wskazaé kon-
kretnie moment jej narodzin, ale na pewno byt on poklosiem ozywionego rozwoju dyna-
miki nieliniowej. O ile teoria chaosu zwrécona jest ku dynamicznej ztozonosci generowa-
nej przez proste reguly ujete w réwnaniach, o tyle teoria ztoZonosci skupia sie na czyms
zgola przeciwnym — na prostych rezultatach dziatania uktadéw ztozonych [10]. Prawda
jest bowiem, ze chaos bywa cecha zaskakujaco prostych ukladéw. Jeszcze bardziej jednak
zadziwia fakt, ze z gmatwaniny trajektorii wylaniajq sie prawidtowosci i obraz uporzad-
kowania. W jezyku teorii ztozonosci owo wylanianie sie pewnych wlasnosci i zjawisk
nosi nazwe emergencji. ,Emergentne rodzaje prostoty »zatamuja chaos«; wprowadzaja
porzadek do ukladu, ktéry zdaje sie beznadziejnie ptawi¢ w morzu przypadkowych fluk-
tuacji” [9]. Emergentna wlasno$cia mozna nazwaé atraktor chaotyczny o samopodobnej
strukturze fraktalnej. Innym przykiadem jest kaskada podwajania okresu i geometryczne
tempo malenia odleglosci pomiedzy kolejnymi punktami bifurkacji. Cechy te, ze wzgle-
du na powszechnos¢ i niezalezno$¢ od szczegodtowej struktury systemu, okresla sie jako
wlasnosci uniwersalne czy uniwersalia chaosu [1, 9, 12].

Co prawda zdajemy sobie sprawe, ze ,zlozono$¢ ma swoje wlasne prawa — lecz na
razie nie rozumiemy ich zbyt dobrze” [9]. Ich wyjasnienie z pewnoscia wymaga wy-
kroczenia poza szczegélowe przewidywania dokonywane dla konkretnych uktadéw na
podstawie fundamentalnych praw. Potrzeba tu innego, bardziej ogélnego i holistycznego
podejécia, potaczonego ze swiadomoscia, ze ztozonos¢ jest zasadnicza czescia otaczaja-
cego nas $wiata [10, 12]. Taki punkt widzenia prezentuje chociazby Santa Fe Institute
(SFI), zatozony w 1984 roku, by ,,odkrywa¢ mechanizmy, ktére leza u podstaw glebokiej
prostoty obecnej w naszym ztozonym $wiecie” [20].

Zmiany w podejéciu do problematyki chaosu i ztozonosci zachodza réwniez na grun-
cie inzynierii. Jeszcze do niedawna wydawalo sie, ze chaos jest niekorzystny i kompletnie
nieprzydatny z racji nieprzewidywalnosci i duzej podatnosci na niewielkie zakl6cenia.
Okazuje sie jednak, ze chaotycznoé¢ uktadéw moze by¢ niezwykle uzyteczna, m.in. ze
wzgledu na duza elastycznos¢ zachowan [11]. W ostatnich dwéch dekadach powstaty
nowe metody sterowania ukfadami chaotycznymi, jak chocby ta, ktéra opracowali Ott,
Grebogi i Yorke [19]. Technike te zastosowano na przyktad do wygtadzania ruchu wzbu-
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rzonej cieczy, sterowania nieregularnym biciem serca i falami elektrycznymi w mézgu
[11, 14]. Z cala pewnoscia pytanie ,jak unikna¢ chaosu?” inzynierowie coraz czesciej be-
da zastepowaé nowym i dociekliwym: ,jak kontrolowa¢ chaos i skutecznie go wykorzy-
stac?”.
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